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La determination du mouvement d’un systeme de corps lies d’une 
maniere quelconque a des points qui sont entraines dans I’espace, est 
une des questions qui interessent le plus la theorie des machines, parti- 
culierement ceiie des roues hydrauliques. Jean Bernouilli a traite le 
mouvement d’un point materiel pesant dans un tube droit tournant 
horizontalement d’un mouvement uniforme autour d’un de ses points. 
M. Ampere, dans les Annales de mathematiques , a resolu la question ana- 
logue pour le cas ou le tube decrit un cone vertical. On peut genera - 
liser ces questions, en considerant le mouvement dans un canal entraine 
dans 1’espace d’une maniere quelconque; mais ce dernier probieme n’est 
encore qu’un cas particulier de celui dont je me suis occupe dans ce 
Memoire. II comprend les monvemens d’une machine quelconque dont 
certaines parties sont entrainees d’un mouvement donn£. J’ai trouve 
relativement a cette question une proposition assez generale qui, je crois, 
n’a pas encore ete donnee : voici en quoi elle consiste. 

Si un systeme de points materiels soumis a des forces est assujeti a 
des liaisons s’exprimant au moyen de coordonnees relatives a des plans 
qui se meuvent d’une maniere quelconque ; dans le mouvement par rapport 
a ces plans , on peut appliquer I’equation des forces vives en y faisant 
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entrer les vitesses relatives , et les quantity d’action ou de travail qui se 
rapportent aussi aux deplacemens relatifs. Mais dans ces quantites d ac- 
tion, en outre des forces qui sont immediatement donnees et qui con- 
courent au mouvement absolu, ii faut en considerer d’autres dont il est 
facile d’indiquer la nature : elles sont opposees aux forces qu’il faudrait 
appliquer aux points materiels du systeme s’ils etaient libres , pour les 
obiiger a conserver par rapport aux plans mobiles les positions relatives 
qu’ils ont a un instant donne, et a n’avoir ainsi que le mouvement qu’ils 
prendraient s’ils venaient a £tre invariablement lies A ces plans. 

Pour mieux faire comprendre cette proposition par un exemple , nous 
supposerons ici qu’il s’agisse du mouvement d’un courant fluide glissant 
par i’efFet de son poids dans un canal , pendant que ceiui-ci prend un 
mouvement de rotation autour d’un axe vertical. Dans ce cas , le prin* 
cipe qu’on vient d’enoncer apprend que , pour calculer 1’accroissement de 
la demi-somme des forces vives du fluide, en n’ayant egard qu’aux vitesses 
relatives au canal , ii faudra ajouter a la quantite d’action due a la des- 
cente verticaie de son centre de gravite , celle qui , dans le meme. mou- 
vement relatif, resulterait pour chaque point dune force de repulsion 
e'gale a la force centrifuge fictive que ce meme point produirait a chaque 
instant si , contrairement a ce qui arrive , ii restait a la place ou il se 
trouve dans le canal et decrivait simplement un cercle autour de l’axe 
de rotation. 

Lorsqu’il s’agit de 1’equilibre d’un fluide contenu dans un vase tour- ' 
nant autour d’un axe, on voit immediatement qu’il faut introduire des 
actions egales aux forces centrifuges; mais il n’en est plus de meme 
pour le principe des forces vives applique au mouvement relatif : on se 
meprendrait si l’onregardait la proposition comme evidente, meme dans 
cet exemple assez simple. II est si peu evident qu’on doit introduire ces 
forces , que l’on arriverait a des resultats faux si 1’on procedait ainsi pour 
toute autre equation que celle des forces vives. 

Lorsque les questions de mouvement relatif a des plans mobiles ne 
rertferment qu’une variable independante, le principe general qu’on vient 
d’enoncer suffira pour resoudre completement le probl^me ; il n’y a plus 
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d’autres difficulte's a surmonter que I’integration dune equation entre le 
temps et une variable qui fixe la position du systeme. Les caiculs 
s’achevent completement pour toutes les machines qui sont entrainees 
dun mouvement de rotation autour d’axes verticaux, en supposant qu’ii 
n’y ait d’autres forces exterieures que les poids des mobiles. 

Le but pratique de ces questions etant de trouver la quantite d’action 
transmise a la machine pendant qu’elle est entrainee; j’ai cherche a sim- 
plifier l’expression de cette quantite en reduisant autant que possible celle 
qui resuite des forces introduites en vertu du mouvement de transport 
des axes mobiles. Voici comment on peut se reprdsenter l’expression de 
cette derniere quantite. II faut d’abord la concevoir partagde en deux par- 
ties : une premiere, qui est due aux forces opposees a celles qui produi- 
raient sur chaque point le mouvement que prend un point donne pris 
pour origine des plans mobiles ; et une seconde , qui est due aux forces 
opposees a celles qui produiraient la rotation autour de cette origine. 
L’expression de la premiere quantity s’obtient tres-simplement; elle est 
nulle quand le centre degravite du systeme ne se deplace pas par rapport 
aux plans mobiles. La valeur de la seconde offre plus de difficultes dans 
sa reduction. Pour en enoncer l’expression, nous remarquerons d’abord 
que dans le cas ou les plans mobiles tournent avec une Vitesse angulaire 
constante autour d’un axe qui ne change pas de direction , elle est sim- 
plement 1’accroissement que prendrait la force vive des points du sys- 
teme s’ils n’avaient dans leurs premieres et dernieres positions que les 
seuies vitesses d’entrainement axec les plans coordonnes mobiles. Dans 
le cas gene'ral , elle est egale a ce m£me accroissement de force vive dimi- 
nuee de {’integrate d’une certaine difFerentieile dont on peut se repre- 
senter assez facilement la valeur. On imaginera sur i’axe instantane de 
rotation des plans mobiles, un point situe a une distance de 1’origine 
egale a la vitesse angulaire. Ce point ddcrira une courbe par rapport a des 
plans coordonnes de direction constante passant par 1’origine mobile. On 
concevra le plan normal a cette courbe, et Ton formera la somme des 
produits des masses multipliees par les projections sur ce plan des 
aires decrites pendant un temps infiniment petit par les rayons vecteurs 
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menes de f origine aux points mobiles ; ia differentieile a integrer sera ie 
produit de cette somme muitipiiee par la vitesse du point fictif pris sur 
faxe instantane. 

Cet enonce montre queile est i’influence de la variation de ia vitesse 
angulaire et du deplacement de i’axe instantane sur ies quantites d’action 
dues aux forces qu’ii faut introduire en raison du mouvement d’entraine- 
ment des plans coordonnes mobiles. On aper9oit qu’ii y a des cas oil 
cette quantite d’action se reduira comme si ie mouvement de ces plans 
se faisait avec une vitesse de rotation uniforme autour d’un axe invariable 
de direction. II suffit pour ceia que fintegraie dont on vient de parler 
s’evanouisse entre Ies iimites du mouvement. 

Le principe des forces vives dtendu aux mouvemens relatifs donne 
tres-faciiement une theorie exacte des roues hydrauliques comme celies 
de Borda ou turbines de M. Burdin. Pour ies roues a aubes courbes de 
M. Poncelet, ii montre que toutes ies fois que i’eau sort de i’aube a ia 
mime distance de i’axe de rotation oil eile est entree, si i on neglige Ies 
frottemens, eiie ne peut avoir acquis ou perdu que ia vitesse relative 
due a faction de ia gravite , rapportee a la roue consideree comme immo- 
bile; de sorte que, d’apres la forme ordinaire des aubes , ia vitesse reiative 
de i’eau est plus grande en sortant qu’en entrant. 

En appiiquant ie meme principe general aux seuis mouvemens de 
translation, on en conclut la pression qu’une veine fluide produit contre 
un plan qu’eiie vient choquer obiiquement. Le resuitat ne depend ni des 
pertes d’action de toute nature qui peuvent avoir lieu par ies frottemens 
dans le fluide, ni d’aucune hypothese particuiiere , comme celies dont on 
avait eu besoin jusqu’a present pour trouver cette pression. ii suffit d’ad- 
mettre seulement que ie plan est assez etendu pour permettre i’epanouis- 
sement de Ia veine. S’il y a frottement du fluide contre ie plan, ia meme 
expression subsiste pour la composante normaie au plan de ia pression 
oblique que ceiui-ci eprouve de faction du fluide. Par la methode qui m’a 
conduit a ce resuitat, on voitque, pour evaiuer feffetdu choc d’une veine 
fluide sur ies palettes inciinees d’une roue, ii n’est pas necessaire d’attri- 
buer une vaieur particuiiere a ia force vive perdue par Ie choc; eliepeut 
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£tre nuile ou elle peut etre toute la force vive initiaie, sans que la mesure 
de i’efiet change de valeur. 

Tels sont les resultats principaux de ce memoire. 11 me semble que 
le principe d’ou ils decoulent trouve assez duplications dans la theorie 
des machines pour qu’on ie mette au nombre des propositions de la me- 
canique rationnelle. 

DEMONSTRATION DU PRINCIPE DES FORCES VIVES APPLIQUE AUX 
MOUVEMENS RELATIFS QUELCONQUES. 


Si i’on represente par x t , y lt les coordonndes relatives a des axes 
fixes dans 1’espace pour les points materiels du systeme; par x, y , i> ius 
coordonnees des memes points rapportees a des axes mobiles, et par 
x, <£, les coordonnees de i’origine de ces axes mobiles; on aura par les 
formules connues, 

x, — ax by ci, 

y, = r -h ax -+- b'y -+- c'z , 

-+- ax-\-by-\-ci. 

On sait qu’entre les cosinus abc, db'c , a"b"c", on a les relations, 


a 1 -+- b 1 c* ~ 1 , 

d 1 -h b'* -Hr'* == I, 

a* -J— b“ l -+- = 1 , 

ad -f- b b’ -t- c c = O , 

aa -f- bb -+- cc ~o, 

a a -+- b b — c c zz: o ; 


a 1 H- d 1 -H a" z = i , 

b % -+- b f * -+- b" z = i , 

c* -+- c* c = i , 

ab -4- db' d'b" z=z o, 

/ / . n n 

ca -+- c a c a =o, 
be -+- be H— b"e" zzz o. 


ou bien egalement, 



DANS LES MOUVEMENS RELAT1FS. 


z 73 

Nous supposerons que les liaisons qui subsistent pendant le mouve- 

ment soient exprimabies entre ies coordonnees x, y, i> relatives aux 

axes mobiles ; les equations qui en resultent etant L = o , M = o , &c. , 

on sait que I’on pourra regarder chaque point comme libre , pourvu qu’on 

ajoute des forces dont les composantes , suivant ces axes mobiles , seront 
* 

exprimees par 


A 

A 

A 


dL 

dx 




dM 


& c., 


dL 

dy 

dL 

d Z 


-+■ p 
H- 


dM 

dy 

dM 

d l 


— I — &c., 
*+■ &c., 


A, /x, & c., etant des coefficiens arbitraires. 

Ainsi, parexemple, lorsque les equations Lzio , o,&c., seront 

celles de surfaces entrainees avec les axes mobiles, ces composantes 

A &c. , seront celles de forces normales a ces surfaces. 

dx d x 

Les projections de ces m£mes composantes sur les axes fixes seront 


sur celui des x, a A 

dx 

dL 

dx 

dL 
d x 


des y, a A 
des i, a A 


. dL 

VxdL 

dy 

r Aii 

<iy 


dL 

C a — 

dl 

, dL 
c A — 

d l 

dL 

d Z 


&c., 

&c., 

&c. 


De sorte qu’en appelant X, , Y, , Z, , les composantes des forces donnees 
dans le sens des axes fixes , les equations du mouvement seront 


d x x dL 

m ~dF ~ x ' ■+* **77 

dL 

dx 


dL 


, U JU It*-' 

— h b A — — H— c A — — 
❖ d l 

dL , dL 


&C., 

&C,, 


«-rr ~ , -4- ot'A- h b A— H fA . 

dy di 

d i rr u d h m (i dL ii d Zi „ 

dft “j — ^ — - Z, •+- <3 A — - — -4— A A — ; — *-+“ c A— &c 

d t* dx dy di 


On peut passer de ces equations a celles qui expriment les equiva- 
lences semblables entre ies composantes des m£mes forces estimees 
XXI / Cahier, Mm 
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suivant les axes mobiles. Si i on appelle, pour abreger, X , Y , Z, les 
composantes des forces donndes suivant ces axes , on aura 

... d 2 x l , d 2 y i n d 1 7 , -rr ‘ dL d M 0 

(A) am — - — — t— a m — ~~ — f~ a tn — . X A — - — — t - tx — f~ See., 

' dt 2 ■ dt dt 2 dx d x 


~h ti < 


1 1f a \,t 

b m—~ = / 

dt 2 


a~ ■ fl-y, ,, a z T a u in 

ctti — - — — I— c m — — — I— c tn — — * . 'Ti i Z — | — A — - — — H* — ■ — ■■ I &c* 

dt 2 dt 2 dt 2 di r di 

On fera disparaitre les forces dues aux liaisons , si I’on ajoute ces equa- 
tions pour tous les points mobiles , apres les avoir multiplies par les 
vxtesses relatives dx, dy, di, &c. , qui se produisent dans le mouvement 
du systeme par rapport aux axes mobiles. 

Avant d’effectuer cette operation , il convient d’exprimer les premiers 
membres a 1’aide des differentielles dx, dy, d%, et de celles des quantites 
ti,, b, c, a, ti, c , & c. , qui dependent du mouvement des axes 
mobiles. 


Nous designerons, pour abreger, par d e toutes les differentielles prises 
seulement par rapport aux dernieres quantitds a, b, c, See., c’est-a-dire , 
prises en supposant que les coordonnees x, y, i, r, ti,, ne varient pas , 
et que les points, ne se depla 9 ant pas par rapport aux axes mobiles, ont 
seulement le mouvement d ’ entrain ement avec ces axes dont 1’origine serait 
supposee immobile et qui n’auraient qu’un mouvement de rotation autour 
de cette origine. C’est pour rappeler que cette differentiation se rapporte 
a ce seul entrainement des axes , que nous mettrons ainsi I’initiale e en bas 
des. d. Les d sans indices indiqueront les differentielles totales prises par 
rapport au temps. On a d’abord 


dx adx -+- bdy cdi -+- xda H- ydb -+- idc H- md%, 
dy, = a dx -H ti dy — f- c di H- xda ydb' -+- idc -t- mdy, 
di, ■=. adx -+- tidy -4- cdi xda" -f- ydb' ' *+■ idc" -t- mdl_ 
et par suite 

( B ) 

md*x =m ( ad 1 x-+-bd*y -\~cd 1 i~ J r- zdxda-\- zdydb-k- 2 didc-\-d e *x)-+- md *£, 
mdy, z=z m [a ' d x x -\-ti d l y-\-c d x £-t- z dxda-\- z dydti zdylc -\-d t 1 y)-\-md z r\, 

md x i t —m{a" d z x-hb"dy~\~c" d*i-+-2dxda" -*-zdydb" -\-zdidc" -{-d/i) 
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Lesderniers termes m (d t x x / -+-d 1 £), m [d* y t -\-d % v\) , m » 

ne sont autre chose que les composantes dans le sens des axes immo- 
biles, des forces qui produiraient sur chaque point ie mouvement qu’ii 
prendrait s’il restait a la meme place par rapport aux axes mobiles des 
x, y, £. Nous designerons ces composantes par X <e , Y u , Z lf , et nous re- 
presenterons par X e * Y e , T, e , ies composantes des memes forces dans le 
sens des axes mobiles x, y, £. On aura done pour les deux derniers termes 
des expressions ci-dessus 



Pour avoir la composante sur i’axe immobile des x de ia force qui pro- 
duirait ie mouvement effectif dune masse m, ii faudra substituer les 
valeurs (b) dans les equations (a), et ensuite remettre X e , Y ( , Z ( , pour 
ies sommes 

( & X — |- a Y te *+- a Z„), 

(bX„ -+■ b'Y„ - 1 - b" Z„), 

(cX„ -h c'Y„ -t- c" Z„). 

E n vertu de ce que ada -4- add - 4 - a da" z=z o , on aura ainsi , en n£- 
gligeant pour abreger d’ecrire ies denominateurs dt 1 sous les differen- 
tieiies du premier membre, 

md*x-+- 2 mdy (adb -4- a dti-+- a" db" ) -4- xmdi ( adc H- dd c H— a dc " ) ~+- X e 

dL 0 

X — f— A — — — I- &c. 

dx 

On arrivera de meme pour ies composantes surl’axe des^ a 

mdy H- 2 mdx { bda -4- b’dd Hh- ti’da") -4- 2 md^bdc -4- tide -4- b"dc) -4- Y t 

— Y — t— A — f- &c., 

dy 

et sur i’axe des % a 

md % i * 4 - 2 mdx ( eda - 4 - c dd -4- c"dd‘ ) *4- 2 mdy ( cdb -+- c'dti H- c"db“ ) -4-* Z f 

dL 

- . Z — (— A — — - 1 — $£C. 

d Z 

Mm* 
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On aura des equations toutes sembfables pour les autres points. Si on 

les muftiplie par dx, dy , d £, et qu’on les ajoute, les forces A-^-, &c., 

disparaitront. On aura ainsi, en representant par X la somme des termes 
semblables pour tous les points mobiles 

'2rtn(dxd l x-hdyd z y-hdzd*z) 

-\-'Lxmdxdy[adb-\-a db' -ha db" -hbda-hb' db' -hb" db") 
-\-'Lxmdzdx{cda -he da -he" da" -hade-ha' de -hade") 
-f-X 2 mdy dz(bdc -hb'dc' -hb'dc" -hedb -he db' -he db") 
-h X ( X e dx -+- Y e dy-hZ e dz) z=z X ( Xdx-hYdy-hZdl). 


Les facteurs qui multipiient les produits dxdy, d^dx, dydz> sont nuls en 
vertu de ce que i’on a 

a b a b' -f- a" b" zzz o, 

c ci -+■ c a —f— c a o, 

be ~h b'c -h b"e" = o. 


Ainsi cette equation, en retablissant ie de'nominateur dt z , se reduit a 


■Lm [d*^ -t- dydl. -+- d^) H- -+- Y,dy -f- Z 4l 

— J,[Xd* - 4 - YJy-t- Zdi). 

Si l’on appelle V t la vitesse relative d’un point quelconque par rapport 
aux axes mobiles, on aura 


VJV. 


dx 


d 2 x 

~1F 


dy 


d l y 

~dX 


d Z 


dt 2 


Si on ddsigne par P e la force opposee a celle dont X e , Y e , Z, t , sont les 
composantes, par ds T fare de courb£ d^crit dans le mouvement relatif d’un 
point quelconque par rapport aux axes mobiles, on aura 

XXx -h Y c dy H~ Z e dz = — P e cos(P e ds r ) ds r . 

£n se servant de notations analogues pour les forces donnees, et de- 
signant par P la force dont X, Y, Z, sont les composantes, on aura 

Xdx -h Ydy -+- Zdz = P cos (Pds t )ds t 
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Ainsi 1 equation prece'dente peut s ecrire ainsi : 

!« V T d V t = P cos (Pds t ) ds, H- P e cos ( P~ds, ) ds t . 


En integrant cette equation et ddsignant par V, la Vitesse d un point 
quelconque a ia fin du temps t , et par v x la Vitesse du meme point a 
forigine de ce temps, on aura 

■ — fPcos(Pd7 x )ds r H- fP e cos{P e d7 r )ds r . 


Cette equation renferme ce theoreme, que le principe des forces vives 
a encore lieu dans le mouvement relatif aux axes mobiles , pourvu qu aux 

quantites d’action fP cos (Pds r )ds r , calcule'es avec les forces donnees P et les , 
arcs ds r decrits dans ce mouvement relatif, on ajoute d’autres quantites d action 
qui result ent des forces P e , qui sont e gales et opposees a celles quilfaudrait 
appliquer a chaque point mobile pour lui faire prendre le mouvement qu il aurait 
s’il etait invariablement lie aux axes mobiles. 

Nous indiquerons plus loin le moyen de representer ces iorces et de 
simplifier les calculs des quantites d’action qui leur sont dues. Mais aupa- 
ravant nous allons examiner les principaux avantages du theoreme pre- 
cedent. 

Cette extension au principe des forces vives ou de la transmission de 
la quantite d’action donnera une equation differentielle qui suffira pour 
determiner tout le mouvement quand il n’y aura qu’une variable indepen- 
dante et que le mouvement d’entrainement des axes mobiles sera donne 
d priori : ,1a difficult^ ne sera plus que dans i’integration de cette equation 

ou les forces Pet P e et les cosinus cos ( Pds] ) , cos (P e ds r ) seront en general 
des fonctions du temps et dune variable se rapportant a la position du 
systeme relativement aux axes mobiles. 

Le but ordinaire de ce genre de probleme de mouvement dans un sys- 
teme entraine par une machine d une maniere donn ce d priori , comme 
cela se presente pour les roues hydrauliques , est de trouver la quantite 
d action transmise a la machine : nous allons chercher 1’expression de cette 
quantity. 
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RECHERCHE DE LA QUANTITE D’ACTION OU DU TRAVAIL TRANSMIS A LA 
MACHINE QUI PORTE LES AXES MOBILES. 

On peut appiiquer le principe des forces vives au mouvement du sys- 
teme dans l’espace , pourvu qu’on tienne cornpte de toutes les forces aux- 
quelles les points mobiles sontsoumis, c’est-a-dire, pourvu qu’on ajoute 
aux forces donnees ceiles qui remplacent les liaisons par rapport aux axes 
mobiles en ayant egard au mouvement donne de ces axes. Ces forces, 
jointes a ceiles qui sont donnees , remettront le systeme dans i’etat ordi- 
naire ou il n’y a pas de liaisons dependantes du temps. La quantite d’action 
que ce systeme aura re^ue par 1’efFet de ces forces sera en signe contraire 
celle qu’il aura transmise aux systemes des axes mobiles. 

Nous designerons, pourabreger, cette derniere quantite d’action par Q; 
nous appellerons v et V les premieres et les dernieres vitesses d’un point 
quelconque pour son mouvement absolu dans l’espace, c’est-a-dire, 
par rapport aux axes fixes, et nous designerons par^j le petit arc decrit 
par rapport a ces memes axes fixes. 

Le systeme etant devenu isole des axes mobiles, quand on considere les 
forces qui produisent la quantite d’action Q, on aura par le principe des 
forces vives dans ce cas 

— 'Zf P cos {Pds)ds — Q, 

OU 

<2 = 2, fP cos (Pds) ds -H 

Le calcul des quantites qui sont dans le second membre est subordonne 
a la connaissance du mouvement des points et aux vitesses initiales. 

Distinguons comme precedemment par des r mis en bas des lettres les 
quantites qui se rapportent au mouvement relatif par rapport aux axes 
mobiles , et par des e mis egalement au bas des memes lettres , les quan- 
tites de meme nature qui se rapportent au mouvement d’entrainement de 
ces axes, lorsque les points materiels sont supposes lids invariablement 
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avec eux. Les premieres et dernieres vitesses v et V seront les vitesses 
resuitantes de v r , v e , et de V T , V e . Ainsi on aura 

V z Z — v r * -l- v e * -+- 2V r V e COS ( V T V e ), 

v* = v; h- v? 2vy e co${vy t ). 

De sorte que I’equation ci-dessus devient 


Q = 'LfPcos{Pds)ds H- -4- 

rn Vr 1 ^ m 

2 2 


H- £ m v r v e cos ( v r v e ) 

— vy e cos(vy e ). 


Les quantites qui se rapportent aux vitesses initiates v r , seront don- 
nees, il restera a calculer les vitesses V t , V e , etie terme £ fP cos ( Pds)ds : 
c’est ce qui se fera quand on aura ia conrraissance complete du mouvement 
par i’integration de i’equation des forces vives pour le mouvement reiatif, 
puisque , connaissant ies positions des points par rapport aux axes mo- 
biles , on connaitra aussi leur position dans l’espace. 

Sans rien particulariser sur ces mouvemens, on peut neanmoins pre- 
senter des r^sultats g^ndraux qui se simplifient beaucoup dans des hypo- 
theses conformes a ce que presentent les applications de ces questions a 
la theorie des machines. 

Remarquons qu’on a pour les mouvemens relatifs en vertu du principe 
etabli au commencement de ce memoire 

(c) £ 7 —~ — ’Z,dPL. = =.2 l fPcos(Pds r )ds r -i-'LfP e cos(P e ds r )ds r ; 

* 

substituant cette valeur dans liquation pr^cedente qui donne la valeur 
de <2, on aura 

Q = Xm/Pcos{Pdsjds — £// > cos {Pds^ds r — XfP e cos(f^h r )ds r 

H- £-^ — b- 'Zmv T v e cos (v r v e ) — £m V r V e cos(V r V e ) - 


Si Ton appelle ds e le petit arc que decrirait un quelconque des points s’ii 
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etait lie invariablement aux axes mobiles; ie petit arc ds, decrit dans ie 
mouvement absoiu , sera ia diagonale construite sur ds e et ds r comme 
cotes. Done si i’on projette ds, ds e , ds r , sur ia direction de ia force P, 
on aura 

dscos(Pds) z= ds r cos(Pds r ) -+- ds t cos ( Pds e ) , 

ou bien 

dS'COs(Pds e ) = ds COS [Pds) ds r COS (Pds r ). 

En reunissant pour chaque point ies deux integraies 
fPcos ( Pds)ds , fP cos(Pds) ds r , 

on aura done 

fP cos(Pds) ds — fP cos (Pds r )ds r = fPcos(Pds e )ds e . 

Ainsi ia vaieur de Q devient 

i d) Q — S f P cos (Pds e ) ds c — ’LfP e cos(P'df r )ds r H— S- 

^ m V, 1 


mv e 2 


'Lmv r V'(v T v t ) 


ZmV r Kcos{V r V e ). 


Telle est ia formule generaie du travail transmis a ia machine a 
iaquelle tiennent ies axes mobiles. 

Le caicui de cette vaieur de Q est subordonn^ a celui des integraies 
fPcos (Pds e )ds e , fP ( cos (P e ds r ) ds r , et aux vaieurs de V t et de V r qui 
r^suiteront de 4 i’integration de {’equation (c). Nous aiions voir des cas ou 
Ies caicuis s’executent sans complication, et nous montrerons comment 
cette formule , iors meme que ces caicuis ne s’achevent pas , permet de 
reconnaitre Ies circonstances qui influent sur l’accroissement ou ia dimi- 
nution de ia quantite Q. 


SIMPLIFICATION DANS LE CAS OU LES QUANTITES DE MOUVEMENT DUES 
AUX VITESSES D’£NTRAINEMENT SE FONT EQUILIBRE d’eLLES-MEMES DANS 
LA MACHINE AU DERNIER INSTANT. 


II y a des cas ou ie terme S m V r V t cos ( V r V t ) sera nui : pour cela ii 



DANS LES MOUVEMENS RELATIFS. 


281 

suffira que les vitesses d’entrainement V e soient telles que les points 
etant dans les positions ou ils sont, restent en equilibre dans la machine 
par rapport aux plans des x, y, £, sans produire aucun mouvement re- 
latif, si i’on supprime les vitesses relatives, et qu’on ne donne que le 
mouvement d’entrainement avec les axes. 

En effet, les quantity de mouvement imprimees aux points seraient 
alors m V e ; les vitesses relatives V r sorit des vitesses virtuelies pour les 
mouvemens de la machine; ainsi on aurait 

S m KKcos(KK) = o, 

ce qui donnera dans ce cas 

<2 = fP cos (Pd^d s e — fP e cos [Pj2)ds T ~h S— — S — 

2 - 2 . 

— h 2 2my ( v r cos(v r v e ) . 


EXPRESSION GENERALE DE LA QUANTITE d’aCTION Qu’lL FAUT INTRODUIRE 
DANS LEQUATION DES FORCES VIVES , EN RAISON DU MOUVEMENT DES 
AXES MOBILES. 


Nous allons examiner comment la quantite d’action EfP e cos{P e ds^)ds r 
de'pend du deplacement de l’axe instantane de rotation des axes mo- 
biles et de la variation de la vitesse angulaire. 

Les forces P e peuvent se decomposer en deux especes : les unes dont 

, . I n i 1 * , 

les composantes, suivant ies axes nxes, sont m m ~[~r> m -^r.cest- 

a-dire, les forces capables de donner a chaque point le m£me mouve- 
ment que l’origine des axes mobiles ; les autres dont ies composantes 


suivant ies memes axes fixes, sont 


d e *x 


m 


m 


d e % yi 


m 


de'Zx 


jf~r> lesquelles 


de 9 de 

forces sont ceiles qui produiraient la rotation du systeme avec ies axes 
dans la position oil il se trouve a chaque instant. On choisira l’origine 
des coordonnees x ,y , 1 , pour rendre ie plus simples possible le$ force's 
d* E 

Par exemple, si un point se meut uniformement 


d*P d 2 n 
rti-7-, m 


ru- 


de de 7 de 
XXL- C aider. 
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ou avec un mouvement uniformement acceler^ , en le prenant pour 
origine , ces composantes seront nudes ou constantes. II est facile de voir 
que, si X' , V, 7J , sont les composantes suivant les axes mobiles des forces 
opposees a cedes qui produiraient sur chaque point le mouvement de 
I’origine, la quantite d’action due a ces forces directement appliquees 
aux points mobiles, sera 

-+-’2>fm(X'dx~+-Y'dx-+-Xdz) ■=. -\-fX''Lmdx-\-fY , 'Lmdy-\-fZ’hmdi. - 

Si x y 1 sont les coordonnees, relatives aux axes mobiles, du centre de 
gravite du systeme, cette quantity devient, en appelant M la masse totale, 

H- Mf(X' dx -+-Y' dy -+- Xdz). 

En designant par P’ e la force acceleratrice opposee a cede qui produirait 
ce mouvement de l’origine, la masse totale y etant concentree, et par ds / 
fare deciii par ic centre de gravite du systeme; on puurra encore ia repre- 
senter par 

-+- M fP’ e cos {P^dsJ)ds r . 

Si le centre de gravite n’avait pas de mouvement relatif par rapport aux 
plans mobiles, cette expression serait nude, puisque ds' serait nul. 

Revenons au calcul de f P e cos {P e ds) ds r , en ne nous occupant plus des 
forces dues au mouvement de l’origine des axes mobiles. 

En se rappelant ce que designe P e , on verra facilement que les compo- 

P 

santes sur les axes fixes de sont , en n’ecrivant pas, pour abreger, les 

denominateurs dt l , 

— ( xd % a — h yd 1 !) -f- zd 1 c ) 

— [xd 1 a yd 1 !) H- ) 

— (xd'a H- yd 1 !)" -+- zd 1 c") 

et sur les axes mobiles 


♦ 
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— x [ad x a -+• dd 1 a -+- ad* a") — y(ad x b •+• dd % b' - 4 - a"d 1 b") 

' — z ( ad'c dd*c' dd'c ) 

— x{bd'a-V-Vd*a -+-U'd'a) — y ( h#b -4- b'd'b' H- b"d x b”) 

— l{bd\ H- b'd'c -t-flVf") 

— x(cd"a -+-cd*d -+-c"d 1 a") — - cd 1 b' -V- c"d i b") 

— l(cd l c -\-c'd l c -t- c"d 1 c" ). 


Les projections de ds r sur ies axes mobiles sont dx , dy, d%; ie moment 

virtue! P e cos(P e ds^ds r s’obtiendra done en faisant la somme des produits 
des composantes ci-dessus par dx, dy , di : on aura ainsi la somme 
stiivante / 


m 


cos{P c ds^ds r 



— xdx(ad* a-\-d d 1 d -\~a d 1 a) — ydy[bd 1 b-\-b‘ d 1 b' -\-b“ d 1 b") 

— id Z { c ^ 1 c-k-c d 1 c'-hc"d*c") 
— xdy(bd x a-+-b'd 1 d-\-b"d 1 'd') — ydx{ad l b-t-a d 1 b-+-d‘ d 1 b") 
•— — ^dx [ad x c~\-dd 1 c ~\~d d 1 c") — xdi{cd l a-+-c d 1 d -\-c' d 1 d) 
— ■ydi[cd 1 b-^-c d z b' ~\-c" d i b") — ’idy(bd 1 c-\-b'd 1 c-\-b"d 1 c"). 


Or, en vertu des relations entre les quantites abc, db'c , d'U'c" , on a 

a da -h a dd - 4 - a" da" o , 

d’ou i on tire 

— (a da -+- ad 1 a -l- a"d 1 a") =zz- ( da 1 H- da 1 -f- da" 1 ). 

On aurait des equations toutes semblables pour les lettres b et c. 

Si i’on porte sur l’axe instantane une longueur £gale a la vitesse angu- 
laire, et qu’on appellejti^r les coordonnees par rapport aux axes mobiles 
du j>oint ainsi obtenu en portant la longueur d’un cote tel que la vitesse 
angulaire fasse tourner dans un sens determine autour de cet axe, par 
exemple de x vers y, si ce point etait sur i’axe des 1 du cote des 1 
positifs, on aura par les formules connues 

Nn* 

m 
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(adb-\-a dh -\-a' db") m (bda~{-b'dd-\-b"da") nr: rdt 
(bdc-\-b' dc -+- Ifdc") nr (cdb—hcdb'-\- c"db") nr pdt 
[cda -f- c da -\r c" da) nr [adc-\-a dc -+-a 11 dc") nr qdt , 


et de la 


bd r a 

ad 1 b 


• tid'd 

■a'd z b' 


tid'd: 

a" d l b " : 


drdt — dbda — db’dd — 

. drdt— dbda — dtidd—dtidd. 


On aurait des resultats tout semblables pour les autres combinaisons 
en be et ac. 

Si r on appelle cc x , co y , co z> les vitesses angulaires des axes des x, des y 
et des i, on aura 

da 1 da* -+- da!' 1 nr a x 'dt z 
dti H- db' % H- db "• 

d c z H— d d 1 —L- d c n% 


Uy 1 dC 


— ufdf 


et 


dadb 
dad c 
dbdc 


da db' H- da" db" zzz cos (u> x a>y)dt l 

da dc — h da!' dc" =n cos ( 

db' dc -+- db" dc" rrr cos 

En introduisant ces valeurs dans i’expression precedente du moment 

virtuel P e cos (P e ds r ) ds r , dans laquelle on remettra le denominates 
dt z qu’on n’avait pas ecrit par abreviation , on aura 

Pe 


cos (Peds r ) ds r rrr oo x xdx 


a>/ydy - 4 - cd^ldz 
( xdy -f- ydx)a x a>y cos (a> x c6y) 


-h {xdz H- ldx)a 


-f- {ydz -+- zdy)ca 

yu z < 

— (xdy - 

- z^z) 

dr 

dt 

— (zdx - 

~ *Jl) 

dq 

dt 

— (yd Z - 

- xdy) 

dp 

dt 
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Les quantities xcc x , yu> y , z u z> son * i es vitesses d’entrainement des points 
situes sur ies axes mobiles aux distances x , y, z de i’origine. Or la 
vitesse d’entrainement du point dont x, y, z sont ies coordonnees, est 
ia resuitante de ces trois vitesses, comme cela r^sulte des relations 
entre Ies coordonnees. Ainsi en se rappelant qu’on a designe par v e ia 
vitesse d’un point suppose lie aux axes mobiles, on pourra poser 


Ve 1 = oox 1 x 1 -f- a> y 1 y 1 -+- “1“ 2 xy a> x oij,cos (a> x &y) -+- 

2 XZ^x^i COS (u x u>^) - 4 - lyzc^y^cosl^ct)^. 

Or, en comparant cette expression avec ies six premiers termes de ia 

vaieur precedente de P e cos (P e ds r )ds r , on reconnaitra que ces termes 

forment ia vaieur de d r -^~; ie d r designant une differentiation laite 

par rapport au mouvement reiatif, iorsque x , y, z changent seuiement 
et que les vitesses w x> Uy, a^e t ieur direction ne changent pas. 

; p /N 

Pour reduire l’autre partie de la vaieur de cos ( P e ds r ) ds r , ou se 

trouvent ies facteurs ( xdy — ydx\ nous designerons par dM r ia petite aire 
decrite dans Ie temps dt par ie rayon vecteur qui va de i’origine des plans 
mobiles a un point quelconque du systeme, en ne tenant compte que du 
mouvement reiatif par rapport aces plans, et nous representerons par A,/a,v 
ies angles que fait, avec les axes mobiles, la perpendiculaire au plan de 
cette aire dMr , en portant cette ligne d’un cote tel que la rotation du 
rayon vecteur se fasse autour de cette direction , dans ie meme sens que 
ceiui qui se produit par ia rotation des axes mobiles autour de i’axe 
instantane pris dans la direction qui va de I’origine au point dont les 
coordonnees sont pqr. Les trois derniers termes de ia vaieur de P e cos 

( P e ds r ) ds r se r^duiront evidemment a 

( cosA -j- cos fx — h cosv zdM r . 

\ dt dt dt I 

Si Ton appeiie j v i q l r i des quantites analogues a pqr, mais se rap- 
portant a des axes fixes , on aura 


> 
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P — ap , H- d q, -H d"r, 

q = £/>, *+■ V b"r, 

r — cp, H- c q, -4- c"r,. 

On sait que i’axe de rotation est perpendiculaire aux vitesses de tous les 
points, et par consequent a celies de points pris a i’unit£ de distance 
sur les axes mobiles, et que ies composantes des vitesses de ces points 
sont da, da', da", etc., on aura done 

p,da H- qxdd H- r,da" = o 

p,db -4- q^db' -+- r t db" — : o 

P ,dc H- -+- ;•,<// = o; 

ainsi, en differential! t les valeurs precedentes de pqr, on trouve, en 
vertu des relations ci-dessus, 

d p — adp , — }— a dq x — 1~ a dr I 

( E ) dq — bdp t — t — bdq , — f— V'dr^ 

dr = H- -4- c dr x . 

Si i’on appelle A.^a.v, les angles de l’aire avec les plans fixes 

des x, y, K on aura 

cosA, = a cosA — f- b cos fx -+- c cosv 
cos rr: a cosA -+- b'cos/x -+- c cosv 
cosv, = a" cos A -+- dcosp, -+- /cosv; 

ainsi l’expression prec^dente devient, apres la substitution des vafeurs 
de dr, fournies par les Equations (e), 

( dp dq, d r \ 

COS A, — - -4- COS^t, — — — COS V r — - — ) J laMr> 

dt at dt J 

Mais p, , q ,, r, reprdsentant les coordonnees d’un point porte sur l’axe 
instantane a une distance de 1’origine egale a la vitesse angulaire absolue 
qui est i /J} , si Ton con^oit une tangente a la courbe decrite par 
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ce point , et qu’on appelle da- ie petit arc qu’il decrit , ou ]/7ps Hq} 77 1 ; 
le cosinus de Tangle de la perpendicuiaire au plan de Tdldment dM r 
avec la tangente en question sera 


cosA, 


dp 1 

T* 


COSf2, 


dq, 


cosv, 


dr l 


II s’ensuit que, si Ton projette cette aire dM r sur le plan perpendicuiaire 
a cette tangente a la courbe d^crite par le point dont p,q,r, sont les 
coordonnees, et qu’on appelle dN r cette projection, on aura 


d N r Z=Z 2 dM r | COS A, 


dp t 


COS fA-, 


dt . h 


dr. 


COSV, 


Ainsi 1'exprevsion pr^cedente des trois derniers termes de P e cos(P e ds t ) 
ds r deviendra 


— 2 dN r 


d a 
dt 


On a done 


P. t n j \ j j ( ,/ « i ) 

COS [P e ds r )ds r dr — 


iN 


d <r 

17 ’ 


ainsi 


XfPeCOs(P e ds r )dSr = £ fmd r Z'LmfdNr 

Si Ton integre par partie le premier terme du deuxieme membre, en 
vertu de la form 11 le 


d(v e y =zd r (v e y ■+■ d e (v e )*, 


on aura 


£ f P e cos(P e ds v )ds v ~ — £/ md e ---- 

— 2 £ m f dN r . 

J dt 

En appelant A t B / C t les momens d’inertie principaux du systeme 
pour une position instantane'e des points mobiles, et en supposant 
que les axes mobiles soient a cet instant les axes principaux pour cette 


r 
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position des points mobiles, ce qui est permis puisque jusqu’a present 
ces axes mobiles ont ete laisses arbitrages; on aura 


S 


rav e a 


2 


A 

2 


B % C t 

r *+■ — ? -+- — r 


Mais pour avoir , on doit differentier la valeur precedente 

sans faire varier les positions des points, c’est-a-dire sans faire varier 
A / B / C i , et en gardant toujours pour axes principaux ies axes mobiles; 
ainsi on aura 

0 

Lm ~~ — — Apdp -+- Bqdq -+- Crdr. 

Si Ton con^oit les petites ^.ires decrites dans le temps dt par Ies 
rayons vecteurs dans le mouvement d’entrainement des axes pour une 
position donnee du systeme par rapport aux plans mobiles, les quan- 

tite's — pdt , — — q dt , -j- vdt seront ies sommes des projections de 

ces aires sur ces plans mobiles clioisis comme plans principaux pour cette 
position du systeme. Si I’on appelie d Me Tune de ces aires, et A e p, e v e les 
angles de la perpendiculaire a cette aire avec les axes mobiles, en la 
prenant d’un cote tel que la rotation du rayon vecteur se fasse autour 
de cette direction dans le meme sens ou Ton a deja suppose qu’elle se 
faisait autour de la direction prise pour la perpendiculaire aux aires dM r \ 
on aura 


A p 2 S m 

dM t 

dt 

cos A,? 

Bq — xLm 

dMe 

cos/x^ 

dt 

Cr = 2 Lm 

dM, 

dt 

cosv*, 


done 

Apdp H- Bqdq Crdr m iLm (cos A e dp cos y, e dq 

-+- CO SVedr). 
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Si on remet pour dp, , dq, , dr, leurs valeurs en dp, , dq, , dr, , tiroes 
des Equations pr&iedentes (e), et si i’on fait 


cosA,, m a cos\ -+- b cos /x e c cosv e 
ccs/ju lt — a cosA, b' cos fx e -h c cosv, 
cosv,, = a" cos\ H- b" cos p, e -+- c'cosv,, 

ce qui revient a designer par A , e , p, ie , v, e , ies angles que fait faire dM e 
avec Ies plans fixes; fexpression precedente deviendra 


2 Sm 


dM, 

Tt 


; cosA lC dp, -H cos p, te dq t H- cos v, e dv , } ; 


done, en appelant com me precede mment da fare decrit par le point 
geometrique obtenu en prenant sur l’axe instantane de rotation une lon- 
gueur egale a la vitesse angulaire, qui est \/pTTTT~TT~* > fexpression 
prdeedente peut s’ecrire ainsi: 


2 Sot 


dMe 

Tt 


cos A,* 


d Px 

d<r 


dq 1 dr , ) . 

cos p,, e — 1- cosv,, —J~ )da. 


Si fon, represente par dN ( la projection de faire dM e sur le plan per- 
pendiculaire au petit arc da , la quantite ci-dessus devient 

dNe 


2 ’Em 


dt 


da ; 


ainsi la valeur de f element diffdrentiel de la quantite d’action due aux 
forces P t sera 

XP^cos [P e ds r )dsr = hnid 2 Sw dN e_ ^ 


— 2 Sffi 


dt 

dNr 

Tt 


da. 


Or, si fon ddsignepar dN la projection sur le rpeme plan normal a la 
courbe dont da est le petit arc, pour f element chlire decrite dans le 
mouvement absolu dans fespace par le rayon vecteur mene a fun des 
points mobiles , on aura dN = d N r H- dN e ; on a done 

XXI. e Cahier Oo 
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2jP e cos(P e ds r )ds r zn Em 2 Em ~~f~~ ^ <r * 

Ainsi, lorsqutm lie considere que les forces dues a la rotation, la 
quantite d’action se reduira en definitive a 

ZfPe cos ( P e ds r ) ds r — S — iSm if- da - , 

On conclut de cette forinule que, si ies points decrivent de tres-petits 
aires dans l’espace, ou des aires paralleles ala direction da- , dans laqueile 
marche ie point fictif pris sur 1’axe instantane, alors la quantite d’action 
2>fP e cos(P e ds r )ds r est la m£me que si cet axe ne changeait pas, et 
que la vitesse angulaire fut constante. 

Si, la vitesse angulaire des axes mobiles etant variable, ces axes 

tournent autour du meme axe instantane; alors £ f m da- devien- 

dra la somine des aires projetees sur un plan perpendiculaire a cet axe. 

Si da- est nui, c’est-a-dire si la vitesse angulaire ne varie pas, et que l’axe 

instantane de rotation soit fixe, alors Ie terme 2 £jh f- d a- est nul, ‘ 

et la quantite d’action due aux forces P e se r^duit toujours k £ ■ — ^ — 

£ c’est-a-dire, a l’accroissement de la force vive due aux vitesses 

2 

d’entrainement avec Ies axes. 

Si, pour calculer la valeur de la quantity d’action P e cos (P e ds r )ds r , 
on a egard maintenant au mouvement de 1’origine des plans mobiles, il 
faudra ajouter Ie terme A4fP e > cos(P e ds e )ds r , dans lequel M repre- 
sente la somme des masses, Pj la force accel^ratrice opposee a celle 
qui produisait Ie mouvement de i’origine, et ds r l’element decrit par 
rapport aux axes mobiles par le centre de gravite des masses. Ainsi on 
a en general 

hf P,cos{P e ds r )ds r = £ £ iZnif—- do- 

-H M/Pt cos (P/ ds e )ds e . 
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Quand I’originedes plans mobiles a un mouvement rectiligne uniforme, 
ou que le centre de gravite du systeme ne se deplace pas par rapport 
aux axes mobiles, fPj cos (Pj ds e )ds' r est nul, et l’on a seulement 


ZfP e COS (P e ds r )ds r = S 


m e V* 


? n e v 


2 £ 


/ 


dN 

JT 


da ; 


ce cas est presque toujours Qelui qui se presente dans la pratique. 

En substituant cette derniere expression dans la valeur ( d ) de Q, on 
aura la quantite d’action transmise a la machine lorsque le terme fPj cos 
(Pj ds e ) d.Sc est nul : elle sera 

<2 =■■ Z/Pcos [Pds t )ds e ■+- S mv e z — S/m V* H- Zmv e v r cos(v r v e ) 


— - Z m V r Kcos [VrK) — zZ/mdN 


dir 

~dt 


d a 


Lorsque fmdN = o, ce qui arrive, comme on vient de le dire, 
quand la rotation est uniforme, puisque da- — o, on a 

Q = ZfP cos ( Pds e )ds e H- S m v e l — Sw K/ -+- Zmv e v r cos (v,v r ) 

— ZmV e V r cos(V r 'v e ): 

le m^Tie r&ultat aurait encore lieu si , da n’etant pas nul , on avait entre 
les limites du mouvement 


S/M 


/ 


dN 

dt 


da — o. 


APPLICATION AUX CAS OU LE MOUVEMENT DE ROTATION DES PLANS 
MOBILES EST UNIFORME AUTOUR D’UN AXE DE DIRECTION CONSTANTE 
QUI N’A QU’UN MOUVEMENT DE TRANSLATION UNIFORME. 

Supposons que le mouvement des plans mobiles soit un mouvement 
de rotation uniforme autour d’un axe fixe ou d’un axe se transportant 
uniformement dans I’espace parallelement a lui-m£me. Alois on a da 

Oo* 
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2pz 

— o , et les forces dues au mouvement de Forigine, en fa prenant sur 
laxe, sont nulles, de sorte que ie dernier terme de la valeur prece- 
dente de Q est nul. Ainsi cette valeur devient 

Q = ^fP cos [P ds e )ds c Ei nv* — Em V z 

-4- Emv e v r cos ( v e v r ) — Em V e V r cos(V e V r ). 

Si Ton designe par a> la vitesse angulaire de rotation des axes mobiles, 
et par K et k les momens d’inertie du systeme par rapport a Faxe de 
rotation dans ses premieres et dernieres positions, on aura 


S 


mv e % 

2 




(k-K). 


Dans Ie cas ou les forces P sont toutes paralleles a Faxe, alors on a 

cos ( Pds e ) = o , 

puisque ds e est un arc decrit dans un plan perpendiculaire a la direction 
de 1 axe ou de P. De plus, en designant par r et R les premieres et der- 
nieres distances des points mobiles a l’axe de rotation , on a v e = a r 
et V e — aR; la valeur de Q devient done 

Q — coEmrVr cos(v r v e ) — on Em R V r cos( V r V e ) — od(K — k). 

S’il n’y a , comme on ie suppose, qu’une variable independante dans le 
mouvement de la machine, on conclura la vitesse V r d’un de ses points 
de lequation 

S ~ r .. rrz E JPh. — xy/> C os (Pds r )ds r Ef P e cos(P e d s r ) ds r 

2 2 


ou a cause de 

E/P e cos(PM-)ds r =. E ~ [K—k) 

Em — E m — -+- — ( K — k) -h S/Pcos (Pd? r ) ds r . 
2 2 2 

Les forces P etant par exemple des poids dont la direction est paral- 
lel a. Faxe de rotation suppose vertical, si Fon appeile h la hauteur 
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dont le centre de gravite des mobiles est descendu parallelement a cet 
axe, et M ia masse totale des points mobiles, on aura 

X fP cos (Pds r )d s r =■ gMh. 


Enfin , si l’on appeile V / et v/ ies premieres et dernieres vitesses pour 
un point particulier du systeme qui soit tel quon ait V T = A V/ et 
v r = av r ' , A et a dependant de la position de la machine et pouvant 
6tre des fonctions de I’arc s r parcouru par ce point, on aura 


Vr' 1 


'LmA 1 zz: 


ma 


ur 

2 


{K — k)-A- gMh, 


d’ou 


Vr =]/ 


Vr‘ 


2 m a 2 

~1mA T 


v* {K — h) 
2 m A 1 


2 gM h 
2 mA 1 


Remettant dans i’expression de Q pour v r et V r les produits a v/A V r ’ , 
et substituant en meme temps pour V r ' ia valeur ci-dessus, on aura 

<2 = H“ c*v r ' Umar cos{v r V e ) 

2o Mh ) 

E- I R cos [V r V e ) — v 1 {K—k). 

Les facteurs cos(v r F<), cos(V r V e ) , sont de la nature des coefficiens a et 
A, et dependent aussi des positions de chaque point du- systeme; ies 
sommes X mar cos (v r v e ) , Zm A Rcos (V r V e ) seront des fonctions de ia 
variable unique qui fixera la position relative de la machine au premier 
etau dernier instant. De sorte que, connaissant la premiere et la derniere 
position du systeme par rapport aux axes mobiles, et connaissant v/ et a, 
on aura Q. (Voir la note ( a ), en supplement.) 


1 v r n 


2m a 1 


2mA 1 


m 1 {K — A) 
1mA 1 


APPLICATION DE LA FORMULE QUI DONNE LA QUANT1TE d’aCTION 
TRANSMISE A UNE ROUE HYDRAULIQUE TOURNANT AUTOUR d’uN 
AXE HORIZONTAL. 

% 

On peut appiiquer Ies formules generates des articles precedens a la 
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question du mouvement de I’eau dans les aubes courbes des roues de 
M. Poncelet. 

Si i’on considere i’aube comme un canal ou i’eau se meut pendant 
qu’ii est entraine d’un mouvement de rotation uniforme, la vaieur de 
V r sera donnee dans ce cas par 

S _^L_ _ -+- ^JPcos(Pd7 r )ds r ^-'LfP t COs(fd7r)ds r . 

Si ies molecules fluides sortent a la m£me distance de 1’axe a laquelle 
elles sont entrees, on aura V e z=z v e , d’ou 



et par consequent 'Lf P e cos(P e ds r )ds zzz o; ainsi on aura 



"Lf P COS (Pd S r ) ds r . 


L’int^graie du second membre ne sera pas nulle lors meme que les par- 
ticules sortiront a la m£me hauteur a laquelle elles sont entrees , parce 
que, la force P faisant des angles differens avec ds r quand I’eau monte 
dans l’aube et quand elle en redescend , les deux portions de signes con- 
traires de l’int^grale pour ces deux periodes de mouvement ne sont pas 
egales. Suivant la forme ordinaire des aubes courbes , la gravite se rap- 
prochera davantage de la direction de ds r , c’est-a-dire de la tangente 
au canal que forme I’aube, pendant la descente de l’eau que pendant 

son ascension; il s’ensuit que S e st plus grand que ,ei 

qu’ainsi I’eau sort de la roue avec une force vive relative plus grande que 
celle qu’elle avait en y entrant. 


DE- LA PRESSION QUE PRODUIT UNE VEINE FLUIDE QUI RENCONTRE 
OBLIQUEMENT UN PLAN FIXE OU MOBILE. 

Lorsqu’il n’y a que des mouvemens de translation, les termes fP c cos 
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( P e ds r )ds r sont nufs, puisque les forces P e le sont : en meme temps on 
a v e = V e , puisque toutes les vitesses d’entrainement sont egales. Ainsi, 
en reprenant la valeur (z>) de Qde l’article (2), on aura 


<2 = 'hfP cos ( Pds c ) d s e 
ZmVrV'COS (v r V e ) — E m Vr V t COS ( Vr V e ). 

Da ns le cas ou une veine fluide arrive sur un plan, si l’on suppose 
que ce plan ait une vitesse d’entrainement V e perpendiculaire a sa sur- 
face, alors la vitesse V r etant dirigee dans le sens du plan, on aura 
cos ( V r V t ) = o ; ainsi 

Q= 1ifPcOS,[Pds c )ds e 
S rn V r V e COS ( V r Ve)' 

La quantite fPcos( Pds t )ds e ne doit etre prise que pour les frotte- 
mens de I’eau. Or, les frottemens etant des actions mutuelles qui se- 
raient en equilibre si le fluide restait immobile sur le plan, et s’ii n’avait 
ainsi que le mouvement d’entrainement; on a E P cos (Pds e )ds e — o. 
Ainsi il reste 

<2 = hmV r V t COS ( t' r V e ). 

V e est ici un~facteur commun. Si l’on suppose que v r et l’angle v r V e 
restent les memes pour toutes les particules fluides, et si Ton appelie 
M la masse totale d’eau qui a coule sur le plan, on aura pour la quan- 
tite d’action Q transmise au plan tandis qu’il se meut avec la vitesse V c> 
et qu’il a re9u la masse M , 

Q = Mv r cos (v r V e ) V e . 

On peut remarquer que, comine v est la resultante de v r et V e , on a 
en proj etant ces vitesses sur v e , 

v cos(v V e ) v r cos(v r V ( ) -4- V t , 
ou v r cos(v r V e/ =. v cos(v V e ) — V e \ 

ainsi Q — M \ vcos(vV e ) — V t } V e . 
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Si de la on veut la quantite d’actiflh, non plus pour une masse donnee 
Af de fluide, mais pour un temps donne, parexemple pour une seconde; 
alors Af sera egal k ia masse d’eau qui arrive dans une seconde sur le plan. 
Or, si a est ia section de ia veine, la quantite de fluide qui arrive sur 

ie plan dans une seconde aura pour volume av r , et pour masse ~~ ~ » 

en appelant vr le poids de i’unitd de volume de I’eau. Ainsi on a alors 
pour la valeur de Q dans une seconde 

Q — COS (V r K) K > 

& 

si on appelle P la force produite perpendiculairement au plan , on aura 
Q = PV e ; ainsi 

v 2 

PV, 'TtO — — COs(VrVt) V e , 

d’ou 

P = *7T d — — CpS ( V r V t ). 

& 

Si V c devient tres-petit, alors v r devient egal a ia vitesse absolue du 
fluide avant qu’il se detourne par la presence du plan; vitesse que 

nous designons par v. En m£me temps 1 angle v r V e devient i’anglede V c 
avec v, cest-a-dire celui que fait la direction de la veine fluide avec 
la perpendiculaire au plan ou avec la force P. Ainsi on a pour ia pression 
produite contre ce plan 

_ vr av z 

P — cos(v/ 5 ). 

8 

Ce resuitat subsiste quels que soient les frottemens de i’eau. 

On peut voir qu’il subsiste meme pour des mouvemens de i’eau suf 
le plan qui donnent des vitesses V r non paralleles k ce plan, pourvu que ie 
terme V r cos(V r V t ) soit nul, ce qui aura lieu si ion peut partager ie 
fluide etendu sur le plan en portions qui soient telles que leurs centre’s de 
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gravite se meuvent parallelement a sa surface; car aiors v r cos (v r V e ) 
etant la vitesse de chaque particule dans le sens perpend iculaire au plan, 
on aura toujours 'Lmv r cos(v r V e ) — o , ou Sw v r V e cos (v r V,) — o. 

( Voir la note (b ). ) 


XXlj Cahier. 
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NOTE (a). 

Nous appliquerons les considerations precedentes a la theorie d’une roue k axe 
vertical qui est mue par une chute d’eau , et qui sert de moteur k un moulin ou k 
toute autre usine. 

La theorie de ces roues a ete donnee dejh par Borda et M. Navier; mais il ne 
sera pas inutile de la presenter ici comme application des resultats du m^moire 
precedent. 

Au lieu d’appliquer directement les formules generates, nous reprendrons dans 
cet exemple les considerations qui y conduisent. 

Nous concevrons qu’un courant d’eau sort d’un certain reservoir et descend 
d’abord d’une hauteur h depuis le niveau superieur de ce reservoir , soit en parcourant 
un coursier, soit en tombant librement, et qu’ayant acquis apres cette descente 
une certaine vitesse v, il entre dans une espece de canal tenant a une roue qui tourne 
autour d’un axe vertical avec une vitesse angulaire constante «. Nous supposerons 
que cette eau descend dans ce canal d’une hauteur H — //, et qu’elle en sort ensuite 
avec une vitesse absofue V . II s’agit de calculer la quantite d’action que re^oivent 
les parois du canal dans lequel I’eau est descendue, ou, ce qui est la meme chose, la 
quantite d’action que reifoit la roue qui le porte, et par consequent celle qu’elle 
communique k la machine dont elle est le moteur. Nous examinerons ensuite dans 
quelle circonstance cette quantite d’action est un maximum. 

Considerons la descente d’une masse d’eau egale k vu Si <2 est la quantite d’action 
transmise k la roue par cette masse, et si A represente la perte d’action due aux 
actions inoleculaires par Feffet du choc que i’eau eprouve k son entree dans le canal, 
on a par le principe des forces vives pour le mouvement absolu 

?nV z rn v 2 

- — = mg(H— h) — Q — A. 

m V 2 ' 

lei nous ecrirons pour abreger — - — au lieu de la somme des forces vives (*j etendue 

a toutes les molecules de la masse m si toutes les vitesses netaient pas egales. On 
tire de Ik 

Q — nig(H — h) H — A. 

Pour rendre Q le plus grand possible , H et h etant donnes , il faut rendre A et V le 
plus petits possible. A ne provenant que du choc k Fentree du fluide dans le canal, 

(*) Nous continuons ici d’appliquer la denomination de force vive a la moitie du produit 
mV* f ainsi que nous l’avons fait dans ces Menioires, et dans celui qui a pour titre Du calcul 
de Vefftt des Machines, 
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on peut rendre cette perte sensiblement nulle en disposant Pinclinaison du canal k 
son entree dans la direction ineme de la vitesse relative , qui est ia resultante de V et 
d’une vitesse opposee k celle du canal. Dans ce cas, la vitesse absolue de I’eau restera 
k tres-peu pres y k son entree dans le canal; cela etant admis, on aura seulement 


<2 — mg{H — //) 


m v 2 


II ne reste qu’k calculer V 1 pour avoir la quantite d’action Q. Pour que cette quantite 
devienne la plus grande possible relaiivement k F, il faudra que V devienne nul ou 
le plus petit possible. Si Ton designe par R Ia distance k I’axe de rotation du point 
du canal par oil Teau sort en bas de la roue , et par V r la vitesse relative au canal 
pour Teau qui en sort, on aura 


V z — Vr z -+- CO 2 - R % -+- 2 CdR FrCOs(o)Fr). 

Ainsi la condition pour que Q soit'un maximum etant V — o deviendra 

O 2=r Vr Z ~+- U Z R Z 2 Ct> R V r COS ( CO Vr) 

equation qui exige, comme on sait, que Ton ait cos (« V r ) == — i et V r = a>R : il 
0 reste k calculer V r . Pour cela on appliquera Ie principe des forces vives au mouvement 
relatif, en remarquant que , « etant la vitesse angulaire de Ia roue et r la distance de 
lentree du canal k I’axe de rotation, fa quantite d’action quil faut ajouter en vertu 
du principe etabli dans ce inemoire, c’est-k-dire celle qui est due ici aux forces cen- 
trifuges de Ia rotation, ayant pour expression I’accroissement de force vive du au 
seul mouvement de rotation, sera 


m c*> 2 


(R 1 — r* ). 


Ainsi, en appelant toujours v r la vitesse relative de I’eau dans le canal au point oil 
elle y entre, on a 

m 

mV 1 mv 1 tri mi 

~t — = "gW — >•) H L 

Mais puisque v est la resultante de v r et de ur , on a 

G)*/- 4 — icorvcos (cov). 


[R 1 — r 1 ). 


Ainsi 


V 1 


m v 


= H 


m to rv cos [a>v) — h tng[H — h) 

inca % , — 

— («■—>'*). 

p P * 


I 
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Comrne on doit avoir, pour que Q soit un maximum, V r — &>/?, cette equation 
devient, en reduisant, 

(a) o nr ■■ — w corvcos(cov) -+-nig(H — h). 

* 

Cette condition etant jointe k cos(«J 7 r ) = — i, donnera Q le plus grand possible : 
sa vafeur est alors 

Q — mg(H — //) ' m 

On tire de Pequation ( A ) ci-dessus 

ar — 7 — r . 

v cos ( vte ) 

Teile est la formule qui indique la relation qui doit exister entre la vitesse v de Peau 
qui entre dans le canal , son angle avec la vitesse de rotation « , et ia vitesse de rota- 
tion cor h Pentree du canal qui revolt cette eau dans la roue. On voit qu’on peut 
faire tourner ces roues tres-vite, sans perdre de Ieur^ffet, pourvu que cos(vw) soit 
tres-petit, ou bien que v Iui-m£me soit tres-petit, c’est-k-dire que h le soit. 

Si Pon admet qu’ii n’y ait que des pertes d’action insensibles dans la descente 
de Peau de la hauteur h, depuis le niveau superieur jusqu’k son entree dans le canal 
tournant, on aura 

mv 1 

nr m 

2 



La valeur maximum Q devient alors 

<2 —mgH, 

et la condition pour que cette valeur soit arrivee & ce maximum devient 

g** 

ur — - — - . 

V cos (u v) 


NOTE (b). 


On peut retrouver difectement de la manure suivante la pression produite contre 
le plan par la veine fluide. 
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On concevra que ie plan ait une vitesse u perpendiculaire k sa surface, et que, 
pendant qu’il se meut ainsi, la veine fluide I’atteint ayec une vitesse absolue v, et par 
consequent avec une vitesse relative qui sera la resultante de v et d’une vitesse egale 
et opposee k u. 

La quantite d’action due aux forces moleculaires pendant Ie mouvement de devia- 
tion du fluide contre le plan pour I’unitecle temps, pourra s’evaluer dans Ie mouvement 
relatif en appliquant le principe des forces vives k ce mouvement. Si foil designe par A 
cette quantite d’actfon, par w la vitesse d’une molecule du fluide relativement au plan 
considerecomme fixe quandune fois cette vitesse est devenue parallele kceplan; v 

— 2uvcos[uv) etant Ie carre de la vitesse relative du fluide avant qu’il se soit devie 
par I’action du plan , on aura 

2 A — u* — iucosuv) — Swif 2 ; 

le 2 s’etendant k la quantite de fluide qui arrive sur Ie plan en une seconde. 

Appliquons maintenant Ie principe des forces vives au mouvement absolu du fluide , 
en ayant egard aux actions moleculaires et k la pression produite sur Ie plan qui 
reagit sur Ie fluide. 

Si P est la pression sur Ie plan, la quantite d’action que celui-ci produit sur Ie 
fluide dans une seconde sera — Pu . Ainsi la diminution de force vive du fluide qui 
passe sur Ie plan dans une seconde sera 

Pu -+- A 


pour toute I’etendue du mouvement de deviation des molecules. La force vive du 
fluide^qui arrive sur le plan £tait primitivement 

2/ni; 2 


le 2 s’etendant k toute la quantity de fluide qui arrive sur Ie plan dans une seconde. 

La force vive des inemes molecules fluides, lorsqu’elles se meuvent parallelement 
au plan, et qu’elles ont accompli leur deviation, est 

( w 2 -H w 2 ) 


puisque la vitesse absolue d’une molecule est la resultante de la vitesse relative w et 
de la vitesse qui est perpendiculaire k w . 

On a done, par Ie principe des forces vives applique au mouvement absolu , 


Smv 2 


2m ( iv 2 u 2 ) 


Pu 


— h* A . 


* 


2 


2 
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Or ,on a 2 A = Sot (r 4 -+• u 1 — 2 uvcosuv) — Sot if 1 . Ainsi il viendra, en subs- 
tituant et tirant Pu , 

2 Pit = S/MJ' 1 — Stk (if 1 -+- tt 1 ) — (v 1 — I- u x — luvcosuv) 

-H 'Lmw x ; 

ou, en reduisant, 

P — (pcos uv — u). 

Si a est ia section de la venae, ia quantity de fluide Sot , qui passe sur le plan dans 
une seconde, est 

Iff! = a ( v — ' — - — ) x — , 

\ COSfc V / g 

«r etant le poicfs de Punite de volume du fluide. Ainsi on a 

_ <m (vcosi/v — u) z 

p — — a — ; 

g cos uv 

si u = o , c’est-k-dire si le plafi est immobile , afors on trouve 

P = — a v l cos (uv). 

S 

Telle est Pexpression de la pression produite par une veine fluide sur un plan im- 
mobile qu?elle rencontre sous une inclinaison quelconque (uv) avec fa normale au 
plan. 

Cette formufe ne suppose autre chose qu’un ecoufement qui ait assez de dur£e 
pour qu’il devienne permanent et pour que les molecules fluides finissent par ne 
plus avoir que des vitesses paralleles au plan. Du reste, if peut exister des frot- 
temens sur fe plan et des actions mofecufaires quelconques entre les molecules du 
fluide; celui-ci peut etre tres-visqueux sans que fa pression cRange; seulement fe 
frottement sur le plan donnera iieu k une action dans le sens du plan, mais qui ne 
changera rien k Ia composante P perpendiculaire au plan. 


MfiMOIRE 

Sur les Equations du mouvement relatif des systemes de corps ; 


Par G. CORIOLIS. 


Dans un Me moire qui fait partie du XXI* Cahier du Journal de 
I’Ecole Polytechnique , j’ai montre que pour appliquer le principe 
des forces vives aux mouvemens relatifs des systemes entraines avec 
des plans coordonnes ayant uu mouvement quelconque dans l’espace, 
il suffisait d'ajouter aux forces donnees d’autres forces opposes a celles 
qui sont capables de forcer les points materiels a rester invariablement 
lies aux plans mobiles auxquels on rapporte les mouvemens relatifs. 

J’ai fait remarquer dans ce Me'moire que la proposition qui en est 
l’objet , ne peut s’appliquer en general a d’autres equations du mouve- 
ment que celles des forces vives; mais je n’avais pas examine alors s’il 
y a des circonstances oil la marche qu’elle fournit peut s’appliquer a 
certaines equations du mouvement; et si, dans le sens oil elle ne s’ap- 
plique pas , on peut donner une expression simple des nouveaux termes 
de correction. 

C’est la question dont je me suis occupe dans le Memoire que je 
pr&ente aujourd’hui . J’y donne cette proposition generate , savoir : que 
pour etablir une equation quelconque de mouvement relatif d’un sys- 
teme de corps ou d’une machine quelconque, il suffit d’ajouter aux 
forces existantes deux especes de forces supplemental res ; les premieres 
sont toujours celles auxquelles il faut avoir egard pour liquation des 
forces vives, c’est-a-dire que ce sont des forces oppose'es h celles qui 
sont capables de maintenir les points materiels invariablement lids 
aux plans mobiles : les secondes sont dirigees perpendiculairement 
aux vitesses relatives ct a l’axe de rotation des plans mobiles; elles 
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sont egales au double du produit de la vitesse angulaire des plans 
mobiles multipliee par la quantitede mouvement relatif projetee sur 
un plan perpendiculaire a cet axe. 

Ces dernieres forces ont la plus grande analogic avec les forces cen- 
trifuges ordinaires. 

Pour mettre en evidence cette analogie, il suffit de remarquer que 
la force centrifuge est egale a la quantile de mouvement multipliee 
par la vitesse angulaire de la tangente a la courbe decrite, et qu’elle 
est dirigee perpendiculairement a la vitesse et dans le plan osculateur, 
c’est-a-dire perpendiculairement aussi a l’axe de rotation de la tan- 
gente. Ainsi , pour passer de ces forces centrifuges ordinaires aux se- 
condes forces dont les doubles entrent dans l’enonce prece'dent $ on 
n'a qu’a remplacer la vitesse angulaire de la tangente par celle des 
plans mobiles , et substituer a la direction de 1’axe de rotation de cette 
tangente, la direction de l’axe de rotation de ces memes plans mobiles. 
En d’autres termes , il suffit de substituer a tout ce qui se rapporte en 
grandeur et en direction a la rotation de la tangente , ce qui se rap- 
porte a celle des plans mobiles, et de prendre le double des forces ainsi 
obtenues. 

C’est & cause de cette analogie que j’ai cru devoir donner a ces nou- 
velles forces la denomination de forces centrifuges composdes : elles 
participent en effet du mouvement relatif par la quantity de mouve- 
ment, et du mouvement des plans mobiles par l’emploi de leur axe de 
rotation et de leur vitesse angulaire. 

On dira done que pour poser une equation de mouvement relatif, 
qui n’est pas celle des forces vives, il faut inlroduire de plus que pour 
cette ^equation , les double des forces centrifuges compos des. 

Les directions de ces secondes forces supplementaires etant perpen- 
dicula ires aux vitesses relatives, on voit de suite qu’el les disparaissent 
dans l’equation des. forces vives pour le mouvement relatif, puisqu’on 
n’emploie dans cette derniere que les composantes des forces dans le 
sens des vitesses relatives. 

C est dans cette disparition de ces forces centrifiiges composdes que* 
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consiste le theoreme que j’ai presente a l’Academie des Sciences , 
en i83i. Ildevient maintenant un cas particular de Tenoned plus 
general sur l'introduction de ces forces centrifuges compos des. 

II y a dans certaines circonstances d’autres equations ou ces forces 
centrifuges composees disparaissent encore ; ce sont celles qui se rap- 
portent a des mouvemens relatifs qui s’operent dans des plans mo- 
biles qui peuvent rester paralleles h l’axe de rotation de ces plans. II 
est clair en effet que les forces centrifuges qui sont perpendiculaires 
a cet axe de rotation , aussi bien qu aux vitesses relatives , disparaissent 
quand on ne s’occupera que des projections des forces relatives sur 
les plans dans lesquels les mouvemens s’operent. 

On peut aussi presenter l’introduction des forces centrifuges com- 
posdesj en employant dans les enonces les vitesses virtuelles relatives 
qui ont servi a obtenir cbaque equation de mouvement. On arrive 
ainsi a cette proposition , que les deux especes de terrnes supplemen- 
taires qui entreat dans une equation de mouvement relatifs sont, les 
premiers, les momens virtuels des monies forces qui entrent dans 
Pequation des forces vives, et les seconds, les doubles des sommes des 
aires des parallelogrammes construits sur les vitesses relatives et les 
vitesses virtuelles, ces aires etant projetees sur un plan perpendicu- 
laire a l'axe de rotation des plans mobiles. . 

Ce dernier enouce montre dans quels cas ces Seconds termes supple- 
mental res disparaissent, non plus isolement, comme on le voyait seu- 
lement par la direction des forces centrifuges composdes , mais dans 
leur ensemble. 

Ainsi , si l’axe de rotation a une position fixe dans l’espace , et con- 
sequemment fixe aussi par rapport aux plans mobiles , les forces cen- 
trifuges composees disparaissent toujours dans I’equation du mouve- 
ment de la projection du centre de gravite sur une ligne parallele a 
cet axe. 

Si le centre de gravite ne peut se mouvoir que sur une droite fixe 
par rapport au plan mobile, les forces centrifuges composes dispa- 
raissent dans l’equation du mouvement relatif de ce centre. 
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DES SYSTE1MES DE CORPS. 

Dans les equations des aires, les forces centrifuges composes ne 
disparaissent que dans le cas tres particulier oil l’axe de rotation des 
plans mobiles est fixe en direction , et qu’on prend les aires sur un plan 
qui lui est perpendiculaire et autour d’un axe par rapport auquel les 
momens d’inertie du systeme ne changent pas pendant le mouvement 
relatif. 

Void les demonstrations des propositions qu’on vient d’enoncer. 

Designons par x , y, z , des coordonnees rapportees aux plans mo- 
biles; par L= o, etc., les equations de liaisons des points mobiles, 
lesquelles sont supposees exprimees par ces coordonnees relatives x , 
y , z. Representons par A, etc. , des coefficiens disponibles; par X e , Y e , Z e , 
les forces qui produiraient les mouvemens dus a la liaison avec les 
plans mobiles ; et enfin par abc , a'b'd, a"b"c", les cosinus des angles 
que font les axes mobiles avec des axes fixes. 

On a dtabli, dans le m^moire d^j& cite, page 2^5 du Journal de 
TEcole Polytechnique s XXI' cahier, que pour un des points mate- 
riels dont/rc est la masse, on a 
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Designons comme a l’ordinaire par p y q } r, les trois projections de 
la vitesse angulaire de rotation des plans mobiles sur ces memes plans , 
ou en d’autres termes les trois vitesses angulaires de ces plans prises 
autour de leurs axes. Ces equations deviendront ainsi 
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Nous voyons ici, dans l’expression des forces qu’on doit considerer 
dans les mouvemens relatifs , deux termes supplemental res ; les uns 
sont exprimes par — X e , — Y e , — Z e , et sont des forces opposes a 
celles qui seraient capables d’obliger les points mobiles a rester inva- 
riablement lids aux plans coordonnes mobiles; les autres sont expri- 
mes par 



Remarquons que si x, y, z , x', y'\ z sont les projections de deux 
longueurs r et le parallelogramme construit sur ret d, et dont l’ex- 
pression est rd sin^), a pour projections sur les plans coordonnes 

{xz' — zx 1 ), 

(xy' — yz'), 

(y*' — */)■ 

Les expressions ci-dessus peuvent etre aussi les projections sur les 
axes coordonnds d’une longueur egale a rd sin (yd') , laquelle sera por- 
teeperpendiculai remen t au plan des deux droites r et d et sera situde 
du meme c6te , par rapport au sens qui va de r vers d , que l’axe 
des z lest par rapport au sens qui va de y vers x. 

D apres cette remarque , les expressions ci-dessus en p, q , r, dx, dy, 
dz , seront les doubles des composantes suivant les axes d’une force 
dirigee perpendiculairemeutauplan de l’axe de rotation et de la vitesse 
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relative; laquelle force aura pour grandeur le produit de la vitesse 

angulaire Vp a q* -f- r°, multipliee par la projection ou la compo- 
sante, dans un plan perpendiculaire a l’axe de rotation $ de la quantity 
de mouvementdue a la vitesse relative du point materiel. Lesens dans 
lequel cette force devra 4tre portee, par rapport & un mouvement se 
dirigcant de l’axe de rotation vers la vitesse relative, sera le na6nie que 
celui de l’axe de rotation par rapport a la vitesse de rotation. 

L’introduction des termes ci-dessus revient done a celle d’une nou- 
velle force, qui a une analogie complete avec la force centrifuge 
ordinaire. 

En eifet, en designant par&> la vitesse angulaire avec laquelle tourne 
la tangente a la courbe decritepar un point materiel dont la masse est/n, 
par v la vitesse; la force centrifuge ordinaire peut se mettresous la forme 

a>mv , 

e’est-a-dire qu’elle est le produit de cette vitesse angulaire multipliee 
par la quantite de mouvement du point materiel; de plus, sa direc- 
tion est a la fois perpendiculaire a la vitesse v et k l’axe de rotation de 
la tangente, puisqu’elle est dans le plan osculateur qui est celui dans 
lequel tourne la tangente. 

On voitdonc que, pour passer des forces centrifuges ordinaires aux 
secondes forces dont les doubles entrent dans les equations du mou- 
vement relatif, il suffit de substituer en meme temps, a l’axe de 
rotation de la tangente, k la vitesse angulaire, et a la quantity de mou- 
vement du point mobile; l’axe de rotation des plans mobiles, la vi- 
tesse angulaire de ces plans, et la quantite de mouvement projete sur 
un plan perpendiculaire a cet axe. 

Ces secondes forces centrifuges, resultant de l’emploi siniultane des 
mouvemens relatifs et des mouvemens des plans mobiles, on peut les 
nommer forces centrifuges composdes. On arrive ainsi a cette pro- 
position, que les expressions des forces h ajouter aux forces donndes 
pour avoir les expressions des forces dans les mouvemens relatifs 
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sont } i a . celles qui sont opposes aux forces capable $ de produire 
sur chaque point le mouvement qidil aurait s’il dtait lid aux plans 
mobiles , a°. leg doubles des forces centrifuges compos des . 

On voit de suite que ces secondes forces disparaissent dans liqua- 
tion des forces vives comme les forces centrifuges ordinaires, puis- 
qu’elles sont dirigees perpendiculairetnent aux vitesses relatives, et 
qu on n’obtient liquation des forces vives qu’eu projetant les forces 
relatives sur Ia direction des vitesses relatives elles-memes. 

Elies disparaissent aussi lorsque les mouvemens relatifs doivent se 
faii’e dans des plans paralleles a 1’axe de rotation des plans mobiles, 
puisque les equations du mouvement dans ces plans ne contiendront 
pas des forces qui , etant perpendiculaires a i’axe de rotation , le seront 
aussi aux plans dans lesquels les mouvemens s’operent. 

On peut encore, si 1’on veut, donner un autre enonce des termes de 
correction dus a ces forces centrifuges composees , lorsqu’on les con- 
sidere, non plus isolement dans l’expression de cbaque force, mais 
dans une e'quation quelconque du mouvement obtenue en choisissant 
un systeme de vitesses virtuelles relatives. 

En appelant £x, etc., les composantes des vitesses virtuelles 

prises dans le mouvement relatif, c’est-a-dire des vitesses compatibles 
avec les liaisons relatives exprimees par L=o, etc. , on aura, en indi- 
quant par 2 une somme s'etendant a tous les points qui entrent 
dans lequation L = o, 

■+" 31 * z ) = °- 


En multipliant cbacune des Equations (A) par la vitesse virtuelle 
correspondante et les ajoutant toutes ensemble , les termes en 

^ j etc. , s’en iront , c’est-a-dire que ces forces qui provien- 

nent des liaisons s elimineront , et il viendra 
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^ + 2 P 2m {-~ d t dz ^~) 

*, /dz$x — dx<Pz\ 

(B) •+- 2 ?M — it — ) 

H- ar2w ( ^-.^ ) 

= 2(X<^ + y^h- zte) — 2(Xjx -+- Y a jy-t-z*&). 

-I- 

Telle est la formule generale qui donnera toutes les equations se 
rapportant aux mouvemens relatifs. 

Ces equations, au lieu d’etre a deuxterines comme pour les mouve- 
mens absolus, contiennent toujours quatre especes de termes qui de- 
pendent i°.des differentiellessecondes*, 2 °. des differentielles premieres ; 
3 °. des variables elles-m^mes; 4 Q * <le termes qui dependent des forces 
donnees, 1 esq u el les , suivant les cas, dependront des coordonnees ou- 
de leurs different ielles premieres. 

On voit quil y a deux especes de termes supple'mentaires ; les uns 
sont dus aux forces X e , Y e , Z e , qui dependent ainsi des coordonnees 
x , y, z , qui sont les inconnues du probleme; lesautres qui dependent 
des differentielles djc, dy, dz de ces inconnues. 

Remarquons que le facteur 

m {dy$z — dz&y) 

n’est autre chose que l’aire du parallelogramme construit sur la pro- 
jection dela vitesse effective et de la vitesse virtueile sur le plan des yz ; 
ainsi 

2m (dySz ■ — dv£y) 


sera la somme algdbrique de toutes les aires semblables pour tous les 
points du systeme. 

Chacune de ces aires, dans l’espace, peut s’exprimer par. ....... 

nwfe&sin (dsh), En representant par A , v , les angles que la per- 
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pendiculaire a son plan 

fait avec les axes coordonnes, on aura 

Zm^Zz - 

T*)“ 

= 2m is sin (dsis) cos A, 


11 

= 2m is sin(dsis) coS/U , 

lm ($ h — 

* 1 $ 

£ 

11 

= 2m ^ is sin (dsis) cosv. 


Representons par a, (3 , y , les angles que l’axe instantane de rotation 
des plans mobiles fait avec ces axes, et par a leur vitesse angulaire de 
rotation autour de cet axe $ on aura 

p = a cos a, 
q = a» cos (3 , 
r = a COS y. 

La somme des termes en question dans l’equation (B) , devient ainsi 
egale a 

%a>2m ~ is sin (dsis) (cos a cos A -+- cos J3 cos/u -{- cos 7 cosv). 

On voit que c’est la somme des projections des aires m is sin (dsis) 

sur un plan perpendiculaire a l’axe de rotation. Ainsi l’on peut dire 
que, pour avoir une Equation du mouvement relatif, il faut ajouter 
aux termes ordinairement ex is tans pour le mouvement absolu > d’a- 
bord celui qui provient des forces qui sont capables de forcer les 
points a rester invariablement lids aux plans mobiles , et en outre 
un terme qui estdgal a deux fois la vitesse angulaire de rotation des 
axes mobiles multiplide par la somme des projections sur un plan 
perpendiculaire a V axe de rotation de ces plans , de toutes les aires 
des paralldlo grammes compris entre les quantitds de mouvement 
effectives et les vitesses virtuelles. 

Dans le cas de l’equation des forces vives, chaque aire est nulle, 
puisque la vitesse virtuelle coincide avec la vitesse effective j la somme 
de ces aires Test done aussi , et le dernier terme de correction dispa- 
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rait. Cette remarque forme precisement le theoreme que j’ai donne 
sur le principe des forces vives dans les mouvemens relatifs. 

II y a un autre cas assez general ou ces aires disparaissent aussi, 
c’est celui ou les mouvemens relatifs et virtuels se font pour cliaque 
point dans un plan parallele a l’axe de rotation des plans mobiles. II 
est clair, en effet, que les aires comprises entre ces deux vitesses de- 
viennent nulles en projection sur un plan perpendiculaire a l’axe de 
rotation. Ainsi, dans ce cas, toutes les equations du mouvement, par 
exemple, celles du centre de gravite et des aires onl lieu pour le 
mouvement relatif , enajoutant seulement les forces — X 0 — Y e , — Z t e . 

Lorsqu’on yeut avoir des Equations qui , pour ce Tnouyement relatif, 
se rapportent au centre de gravite, c'est-a-dire qui resultent de vi- 
tesses virtuelles egales et paralleles a Tun des gxes mobiles , il suffit 
d ? ajouter ensemble toutes les equations (A) qui se rapportent a une 
merae coordonnee, 

En representant par et les coordonnees du centre de gravite, 
par rapport aux axes mobiles 5 et posant 2m = M , on a 


et 
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ce qui donne pour les sommes en question , oil les forces A etc., dis- 

paraissent toujours, 
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Si, dans le mouvemeut relatif, le centre de gravite du systeme reste 
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sur une droite parallele a l’axe tie rotation des plans mobiles, on a 


ou bien 



Ainsi les equations ci-dessus n’ont plus de second terme , et se redui- 
sent a 


g 

%L& 

II 

= 2X - 

-2X e , 
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%l> 

ii 

= lY - 

- 2Y e , 

ii 

£1% 

£ 

= 2Z - 

- tl e . 


Une seule de ces trois peut subsister de la m6me maniere sans le 
second terme de correction, si la direction de lacoordonnee relative, qui 
entre dans la differentielle du deuxieme ordre, se trouve perpendi- 
culaire a la fois a l’axe de rotation et ala vitesse du centre de gravite. 
Car alors, si c’est la coordonnee £ , par exemple, on a 

dn 

7 — r' 

Ainsi quand deux axes seulement des coordonn^es relatives sont - 
mobiles, et que le troisieme, celui des £, par exemple, reste pa- 
rallele a l’axe de rotation auquel se rapportent les quantite's p, q, r, 
comme on a alors q = o , r= o , on aura l’equation 

M$ = iX — zXc. 
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Enfin, si Ie centre de gravite se meut sur une ligne donnee par 
rapport auplan mobile ; en la prenant pour axe des £, on aura j t = o, 

-£■ = o, et par suite , 



Si maintenant nous voulons examiner ce que deviennent les equa- 
tions des aires , il faudra , dans l’equation (B) , prendre des vitesses vir- 
tuelles de rotation autour d’un des axes des coordonne'es , par 
exemple, poser 

<5z = o, x&x ytyy = o , 


ou 



Ae iy 

y —x 


On obtiendra ainsi 

2r2m ■+■ y d y) 

-h 2m (px ~h qy) dz = 2(Xy — Xx) — 2(X. e y — Y e ,r). 

Cette Equation , ainsi que les deux autres semblables qu’on obtiendrait 
, pour les vitesses virtuelles de rotation autour des autres axes de coor- 
donnees , nese simplifient pas en general. 

Si l’axe de rotation des plans mobiles a une direction constante 
dans l’espace, auquel cas on sait qu il en est ainsi par rapport aux axes 
mobiles; on pourra le prendre pour axe des z, et Ton aura 

p — o, q = o. 

L’equation ci-dessus devient alors 

2m — 2 r2m(xdx -\-ydy) 

= 2(Xy-Y x)-2(X e y- Ytx). 
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Ainsi cette relation est toujours au nombre des Equations du mouve- 
inent relatif quand l’axe de rotation du mouvement qui entraine les 
plans mobiles a une direction constante dans l’espace. Si les points 
mobiles, dans leur mouvement relatif, ne changent pas de distance 
par rapport a l’axe autour duquel on prend les aires; c’est-a-dire a 
partir duquel on compte ici les coordonnees x ety ; le terme de cor- 
rection irlm[xdx + jdj) disparait dans 1 ’equation ci-dessus. 

Si les forces XY sont dirigees vers l’origine des coordonnees, elles 
disparaissent de cette equation. II en sera de meme des forces X e , Y e , 
si 1'axe de rotation conserve une dii’ection constante qu’on prenne pour 
axe des z , et si la vitesse angulaire de rotation des plans mobiles est 
uniforme , c’est-a-dire si r est constant et egal a a>; on aura done 

2m — o.almixdx ydy). 

En designant par A le moment d’inertie variable du systeme a un 
instant quelconque, etpar A la somme des aires decrites sur le plan 
des .r,y; on aura, en integrant entre deux instans, et indiquant la 
premiere limite par l’indice zero , 

!-£=-(* -A.). 

Ainsi , dans les hypotheses precedentes , les differentielles des aires 
dans les mouvemens relalifs , lorsqu’elles sont projelees sur un plan 
perpendiculaire a l’axe de rotation , croissent comrae les momens d’i- 
nertie. 



